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1. Podstawy rachunku operatorowego. Definicje i sposoby liczenia: rotacji, dywergencji,
gradientu, laplasjanu skalarnego i wektorowego. Wymieni¢ najwazniejsze tozsamosci
rachunku operatorowego.

Rotacja- operacja r6zniczkowa, ktéra w danemu polu wektorowemu przyporzadkuje nowe pole
wektorowe. Stuzy do sprawdzania czy w danym polu wektorowym wystepuja wiry pola.

= ¢ Ed
rot = lim
AS—0 AS
i 7ok
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rot E=VXE=|— = =
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Dywergencja- operacje matematyczne na zadanym polu wektorowym, ktore przypisuja temu polu
pewne pole skalarne. Stuzy do sprawdzenia, czy w danym fragmencie przestrzeni znajduje si¢
zrodto pola.

. $Ea
div E = lim
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Gradient pola- pewnemu polu skalarnemu przyporzadkowuje pole wektorowe.

= op 0 6
grad p(x,y,z)= Vo(x,y,z)= 5 l+8(p a(pk

X y z

Laplasjan skalarny- operacja rézniczkowa II rzgdu, ktéra danemu polu skalarnemu
przyporzadkowuje nowe pole skalarne.
2
s= Vo= 9 Pi+
0 0

x y

P~ Fop-
PIi+ELPE (def)

Laplasjan wektorowy- operacja rézniczkowa II rzgdu, ktéra danemu polu skalarnemu
przyporzadkowuje nowe pole wektorowe.

o ¢ e\ e O e~ e+ e ¢
AEvyz_( 82+62+62)l+(52+82+62)]+(82 52 o2

x y z X y z X y z

Podstawowe tozsamosci:

? (vx;l) ?(?Z) ( rotacja rotacji)

V (V X A4)=0 ( dywengencja rotacji)

V \2 f- ~Vf=4f ( dywengencja gradientu)
%(Vf)=0 (rotacja gradientu)

f EdS= f vEdY (Ostrogradskiego-Gaussa)

ff Edl= .! otEdS (Stokes'a)




2. Pole elektrostatyczne. Prawo Coulomba. Definicja natezenia pola elektrycznego. Potencjal-
sposoby liczenia. Napiecie i zwiazek z potencjalem. Prawo Gaussa, rownanie Poissona i
Laplace'a. Potencjal, a nate¢zenie pola.

Pole elektrostatyczne- to przestrzen wokot nieruchomych tadunkéw lub ciat naelektryzowanych, w
ktorej na fadunki elektryczne dziatajg sity. ( praca: p=F-L )

Prawo Coulomba (1785):
1 9.9, -
I
dre, |7
7 - wektor wodzacy

g,= 8,85-10" [El

[N]

127

m
g, i q, -ladunki elektryczne

Natezenie pola elektromagnetycznego:

4o—0 tadunek probny
4,>0 tadunek dodatni
Potencjat- miara pracy, potrzebna do przesuni¢cia tadunku qo od punktu P, do P.
¢ = —f Edl
b = i .4

P 4me, v
r- odlegto$¢ od tadunku q do P

Sposoby liczenia:

N
2 ¢,= 41'150 Z‘ %
0o ] E
o ®= 47150 { % as
dv
d = 41‘180 }[ er

Napigcie elektryczne:

U,= [ Edi [V]

[ = —yro

U= ¢-9,
(warto$¢ napigcia nie zalezy od drogi catkowania)

Prawo Gaussa:

R E)
el
Q
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Rownanie Poissona:

a) Ad=
€9
C g . Py
b) posta¢ rozniczkowa: div E = .
0
V=2
€
¢) Rozwigzanie réwnania Poissona:
1 Py
b, .= — dV+
Rownanie Laplace’a:
Vie=0
AP=0
Potencjal, a natezenie pola elektrycznego:
E= -Vo
dbd= —E-dl

3. Dielektryki. Dipol elektryczny, definicja wektora polaryzacji, wektor indukcji elektrycznej,
wartos¢ i jednostka g, warto$¢ €, dla roznych materialow.

Dielektryk- material w ktorym wystepuje nikta koncentracja tadunkéw swobodnych, w wyniku
czego bardzo stabo jest przewodzony prad.

Dielektryk idealny nie przewodzi pradu elektrycznego i ma strukture sktadajaca si¢ z dipoli
elektrycznych.

Dipolem elektrycznym nazywamy uktad dwoéch tadunkéw + q 1 - ¢ mechanicznie ze sobg

zwigzanych.
p=qg-l [C-m] (moment elektryczny dipola)

Wektor polaryzacii: p= lim =—=—
polaryzacj p A Ay

Wektor indukcji elektrycznej ( jego wartos¢ zalezy od tadunkéw swobodnych)

D= ¢, E
D= g, E+p
£,=8,85-10 lﬂl

m

proznia=1,0000
€ powietrze=1,000532
woda =78,3

Prawo Gaussa (dla dielektryka):
0,= -$PdS
S

Qz- tadunek zwigzany

4. Pojemnos¢ elektryczna. Sposoby liczenia. Pojemnosci podstawowych ukladow. Energia w
kondesatorze.

Pojemnos¢ elektryczna- to cecha geometryczna uktadu, ktéra wyraza zdolnos¢ do gromadzenia
fadunkow elektrycznych. Zalezy tylko od wymiaré6w geometrycznych i parametréw dielektryka w
uktadzie.



Sposodb liczenia:
a) z definicji: Uz—f Edl E - zprawa Gaussa
b) metoda zmiennych rozlozonych:
(dzielimy caty uktad na polaczone ze sobg elementarne kondensatory)
— polaczenie szeregowe:
1 < 1
ET

E=farc

w

— potlaczenie rownolegte:

CWZZ”: Ci
i=1

c,=|dc
Pojemnos¢ podstawowych kondensatorow:
. €08, 8
a) plaski: C= 7
_ 2mege,l
b) walcowy In R,
Rl
Rl R2
c) sferyczny  C=4T1e e, RTR,

Energia zgromadzona w kondensatorze jest elementarng pracg dW potrzebng do przemieszczenia
elementarnego tadunku dq z jednej oktadki na druga. Energia ta jest rowna energii pola
elektrycznego wytworzonego w kondensatorze.

dW= U-dg= %dq

0] 2
Q 1 2
= = —CU
{ C 2c 2

Gestos¢ energii: W= ——= —-¢g¢,E

5. Prad elektryczny (definicja). Typy pradow. Rownanie cigglosci, lokalne i obwodowe prawo
Ohma. I i Il prawo Kirchoffa.

Prad elektryczny- uporzadkowany ruch tadunkow elektrycznych. Za kierunek pradu umownie

przyjeto kierunek od nizszego do wyzszego potencjatu.

Typy pradow:
a) liniowy: =42 [4]



Roéwnanie cigglosci:

— posta¢ catkowa: Sﬁ IdS= —i]_g
S
. - dp,
— postaé rézniczkowa: divIi= — 5
= dp,
Vi= - -
Lokalne prawo Ohma:
a) I=cE
b) E=p-1
o - przenikalno$¢ wlasciwa materiatu; p - opornos¢ materiatu;
Obwodowe prawo Ohma: %: p %z R

I prawo Kirchoffa: Eﬁ JdS=0
S

(Catka po powierzchni zamknigtej z gestos$ci pradu rowna jest 0)
II prawo Kirchoffa: S!S Edl= 0

(Napiecie obliczone po biegunowej zamknigtej jest rowne 0)

6. Pole magnetostatyczne. Prawo Grassmanna, Biota- Savarta i prawo przeplywu Ampera,
prawo indukcji elektromagnetycznej Faradaya, regula Lenza- rysunki i wzory.

Pole magnetostatyczne jest okreslone wektorem indukcji magnetyczne;.

. dF, 3
=22 7
Ta gy : [

Prawo Grassmanna:

. d 1, Xr,)Xd [,
dF12= :‘_1111[2( 1 7’12) 2

[N]

|7 _{2|3
Sita z jaka jeden przewodnik z pradem oddziatuje na drugi

Prawo Biota — Savurta:

ot

d8,8

- Ko d7X7
dB= —1
4o 7P

[ D] 2

Okresla warto$¢ indukcji magnetycznej w punkcie odlegtym od r od
elementu z pradem I.

Prawo przeptywu Ampera:
N
$Hdl= D I,
L i=1
Cyrkulacja natezenia pola magnetycznego po dowolnej krzywej

zamknietej jest rowne algebraicznej sumie pradow obejmowanych przez
kontur I.




Prawo indukcji elektromagnetycznej Faradaya:
5 v,
dt
o - d¥
d¥p $EdT= ——1*
dt L dt
"lIfB = (0 Cyrkulacja pola elektrycznego po zamknigtej krzywej jest rowna
c. < () zmianie indukcji magnetycznej obejmowanego przez kontur
magnetyczny.

Reguta Lenza:

B
A
I QY

«  [.R= v
. dt

7. Moment magnetyczny, wektor namagnesowania, pole magnetyczne w osrodkach
materialnych: krzywa histerezy. Indukcyjnos¢ wlasna i wzajemna. Energia pola
magnetycznego.

Moment magnetyczny jest wlasnoscig danego ciata opisujaca pole magnetyczne wytwarzane przez
to ciato, a tym samym i jego oddziatywaniem z polem magnetycznym.
= 13 [A-m?]

Wektor namagnesowania:

—

M= i "
= lim
A—0 A V
Wyraza gesto$¢ wypadkowego momentu magnetycznego.
B
Pole magnetyczne w osrodkach materialnych: i
2 2 2 Bn
B—Iio(l"'yw)H—UoUwH Br
uw:f(H) HC
- H
1] Hn
-Bn

0

1{
Indukcja wtasna: =0
\I] B
Lm — mm
I,
[<0
R
> [=0

L=0




Indukcja wzajemna:

b4 ki
Mki = [B 4

1

M,,=M, [H]

Energia pola magnetycznego:

e, = w,(x,y,2)dV = f(%H-E)dV
4 14

Catkowita energia w objetosci V.

8. Rownania Maxwella. Posta¢ calkowa (wzor, tres¢ i rysunek), posta¢ rozniczkowa i
zespolona. Podac pelne wyrazenie na &

Prawo Gaussa: _
45 Dd SZQS , VD= Py VD= p | Dy,—Dy,= o,

Strumien wektora indukcji elektrycznej przez dowolna

zamknietg powierzchnie jest rowny

algebraicznej sumie tadunkow swobodnych

zgromadzonych wewnatrz bryty ograniczone;j

powierzchnig S.

Suma wszelkicz tadunkow
znajdujacych sie w bryle.

Prawo Gaussa (dla pola magnetycznego):
$BiS=0 , VB=0 , VB=0 , B,—B,=0
N
Strumien wektora indukcji magnetycznej przez dowolna
zamknigtg powierzchni¢ S zawsze jest rowny 0. _|_1IrB

DY ,=0



Prawo Faraday a:

$Edi= —2L | VxE= —% , VxE= —jouH , E,~E,= 0
L
Cyrkulacja pola elektrycznego po dowolnej krzywej zamknigte;j 1,
jest robwna zmianie strumienia indukcji magnetycznej A _ d¥y
przenikajacej przez dowolng powierzchni¢ rozpigta na konturze 1. o
{ = Edl

Prawo Ampera:

$Hdl= s+ = 3442

g dt dt
Cyrkulacja wektora H po dowolnej krzywej zamknigtej 1 jest
réwna algebraicznej sumie pradéw obejmujacych konturem 1
1 zmiana strumienia indukcji elektrycznej przenikajacego
przez dowolng powierzchni¢ rozpieta na konturze 1.

Roéwnanie
ciggtosci:
a0
dt
- = do = o dp, do
JdS= ——= | X J= o Je—d = ——2
Ef dt v dt N dt

Strumien gestosci pradu przez dowolng zamknigta powierzchnie S jest rowny zmianie tadunku
zawartego w bryle ograniczonej powierzchnig S.

9. Warunki brzegowe wektorow pola elektrycznego, magnetycznego i J,.. Wyprowadzié¢
warunki D, i E,.

1) Dy,=Dy= o, (prawo Gaussa)

2) E,~E,;=0 (prawo Faradaya)

3 H,~H,= 1, (prawo Ampera)
do o

I A % 2 (prawo cigglosci)



Warunki na Dy
$ Dd S= Qg
N
¢ DdS= 0
AS,

@Dds ‘fDdS+fL)dS o}

, Wigc

—D,, AS+DN2AS QS

Dy,—Dy= ——=

Ah—0
Ah—0
ﬁ[f ]-D
Warunki na Ex:
@Edizo . Ah—0
4 5 R 2 N N 4 N N 2 N N 2 N . 4 N N 4 N R
f [+[Edi+[Edi= [Edi+[Edi= [E,di+[E,di+[E,di+[E,di=i
2 3 4 1 3 1 1 3 3

._a%l\)
h’u

10. Rownanie falowe (wyprowadzic), jednorodna fala plaska- zapis i struktura (rysunek).

Zatozenia:
1) przestrzen jest nie ograniczona,
2) osrodek jest jednorodny (g, 1, 6= const),
3) brak tadunkéw oraz pradow wywotanych ruchem tych tadunkow.

Z rownan Maxwella:

V-E= 0
S H= 0
V-D=0 _ .V AR
> VXE= —juwH
VxH= joe,E , H= e
—juw
_’XvXE: —juw ja)sng
VXVXE-uao'e E



AE%—ssk‘ua)ZE: 0
Afl—i—ssk,uwzﬁ: 0

2__ 2
Yy = —&E,,Uuw

—
ALy E£=0 (Réwnanie falowe Helmholtz)
AfI—y*H= 0

Jednorodna fala ptaska:
Y - wektor propagacji,
= a+jp (o — wspdtczynnik thumienia, B — wspolezynnik fazy)

-yr —jot
e e’
;.’

m
H= H e 7 e/

me “cos(wt—pr)i,
H= H,e “cos(wt—pr)i,
V-E= 0
VE= -yE=0 o yLlE
V-H= —y-H=0 o )‘;J_]'_’[
ELln
- Fala poprzeczna
Hnd




12. Propagacja fali plaskiej w réznych osrodkach (dielektryk bezstratny, dielektryk stratny,
przewodnik). Jak osrodek wplywa na parametry fali.

Propagacja fali w r6znych os$rodkach:

a= %\/ewuwx/O,S(\/l+a2—l)
B= %\/gw‘uw\/O,S(\/lJraz%rl)

o 27 w 1

= s l: e B = — , 5: —
¢ a)EO Ew /)) Vf ﬂ @
A — dhugos¢ fali, ve— predkos¢ falowa; 0 — glebokos¢ wnikania;
préznia:
vi=c o, A= % d=c0 , Z,=120m , @,= 0
dielektryk bezstratny:
O S N L 0, zec
Vi= \/_?w ’ - \/?W ’ —a f< fbeastr  * (pO;/: ’ fe
dielektryk stratny:
1
V<ilg, A<A, . 0= 4 Z,<Zu , @9*0 , Ze€C
przewodnik rzeczywisty:
a= 9 >1 , a=p
WEE,

a= f= 05wuo , 0= o= —1— (dlaC))

= — A:

v, , Yooa<a,
B S

13. Odbicie i zalamanie fali plaskiej na
granicy dwoéch osrodkow. Wzory
Fresnella. Wspolczynniki energetyczne. 1 E

Ve
Kat Brewstera. Calkowite wewnetrzne SN E. g
\ H

1) fala monochromatyczna i €, L, R

'|rx

odbicie. a &
Zaltozenia: Hi / \{’é:. .‘9>/
<

jednorodna; £
2) granica jest nieruchoma; T
3) fala pada od strony dielektryka
bezstratnego; to ‘Et
4) oba osrodki sg liniowe, ‘-"" |
jednorodne i izotropowe. HI 1
t

zY

E,= E, , Dy—Dy= o,
W= P+R, , ¢e,E\,=¢,Ey
Plexp(ja)pt_ypxx_ypyy)+RteXp(ja)wt_ywx‘x_ywyy>: Wtexp(ja)wz_ywxx_ywyy)

Wzory Fresnela:
0, = E, | _ tg(@l_QZ)
Fl E,, 12(0,+6,)

_E. sin(©,-6,)
Per= E,,  sin(0,40,)
2cos®,sin O,

H., =
EI sin(@,4+0,)cos (©,—6,)




2cosO,sin0d,

H, = —7-1"—22
EdL sin(@,+6,)

Wspolezynniki energetyczne:

R= |p,) , T=1-R |, RE‘

Kat Brewstera:
180, = ny,
100% fali spolaryzowanej wnika do osrodka drugiego.

Calkowite wewngtrzne odbicie, to zjawisko polegajace na tym, ze swiatlo padajace na granice od
strony os$rodka o wyzszym wspotczynniku zatamania, pod katem wigkszym niz kat graniczny, nie
przechodzi do drugiego os$rodka, lecz ulega catkowitemu odbiciu ( pryzmaty, swiattowody).

14. Potencjaly elektrodynamiczne. Potencjal opézniony skalarny i wektorowy. Wektor Hertza.

Potencjat elektrodynamiczny:

E= —grad® , V&= Py
€9
Potencjaly opdznione (skalarny i wektorowy):
E= —gradd)—d—A ., B= rot4
dt
r
1 p(xo:yo’zo’t_;)
¢(x,y,z t): E .I[ r dV
- r
1 J’(xo’J’o’Zo:t_;>
A = — dv
Wektor Hertza:
E= rotrotH

-

H= ]a)srotHe

Zastosowanie elektrycznego wektora Hertza H pozwala na wyrazeme
potencjatow @ | A w funkcji tego wektora oraz natezen pol E i H .

15. Dipol elementarny. Charakterystyki promieniowania w polu dalekim i bliskim. Opoér
promieniowania.

Zrédto elementarne:

a) rozpatrujemy pola w odleglosciach >> od rozmiardow zrddta, tzn. I<<r
O +q l?) wymiary zrodla sg << A (nie ma przesuni¢¢ fazowych w obrebie zrodia)
Zrédlo elementarne mozna wigc uwazac¢ za punktowe zrodio pola.
Elementarny oscylator (wibrator lub dipol) —

. 1
I dlaprzebiegéw harmonicznych o pulsacji 0: = jwq=q= IT) I= —i 1

p=gqi= —L 1']’ - moment elektryczny odcinka o dtugosci I, w ktérym ptynie
)

O prad przemienny o nat¢zeniu .



Wartos¢ (chwilowa) natezenia pradu w kazdym punkcie oscylatora elementarnego jest taka sama.

2r
-J
4= M j7€ b potencjat wektorowy oscylatora elementarnego (w osrodku €, p=const 6=0)
4 r
_]2nr
7 A
= Il e
4drew 7
z
F Y
Az
I
i
®
r
A v
X
y ®
[ = [cosB
ly = -1sin®
L =0
_j2ﬂr
P
E=—j 2llcosO e : 1+j2jrr)
drewr A
2nrr
. s 2
E,= _j2lls1n@e : 1+ 2rr [2nr
drewr A A
E=0

o @
Linie pola H tworza kota koncentryczne z osig oscylatora, linie rownoleznikowe. Linie

wektora E lezg w ptaszczyznach potudnikowych.




- Pole elektromagnetyczne w matych odleglosciach od oscylatora:

2ar\ 2w -
< <1 , =1
H=0 , Hy=0 , qu: Ilsm@2
drer

. 2llcos ©® 2pcos @

E=—j 7= 2 S

drewr dmer

. 1lsin® sin @

Eg= —j = L

drewr’ Amer

E,=0
Pole elektrostatyczne oscylatora jest w matej odlegtosci identyczne z polem dipola
elektrostatycznego (ale jest to znowu pole pulsujace). Pole H i E sa w obszarze bliskim
kwazistacjonarne.

- Pole elektromagnetyczne w duzych odlegtosciach od oscylatora elementarnego.
(27rr)2>>2jrr 2y

n n >1 - mozna poming¢ cztony z niskimi potegami 7

2 r

-j
1 Ilsin@e *
H=0 H.= 0 H= j— . 22r¥¢
g ’ © ’ v~ /3 Ar
— pole elektryczne i magnetyczne sg wspoitfazowe
— pole E jest prostopadte do H.
E

@
Opor promieniowania — jest to taki opor zastgpczy, w ktorym po dolaczeniu do zrédia
zasilajagcego oscylator (anten¢) wydziela si¢ moc réwna mocy promieniowanej przez
oscylator (anteng).

2 ’ . . . . .
R _= 80r°(—] -oporpromieniowania oscylatora elementarnego w wolnej przestrzeni.
pr A

16. Falowody. Fale typu TE i TM. Czestotliwos¢ graniczna. Mody. Rozplyw linii sil pola i
pradow dla modu podstawowego. Szczeliny w falowodach.

Falowdd jest pusta rurg metalowg nie majaca przewodnika wewngtrznego. Przekroje poprzeczne
falowodow mogg mie¢ rozne ksztalty, od prostokatéw i okregow do bardziej skomplikowanych.
Stosuje si¢ takze pelne rury z dielektryka. Stosowanie falowodow jest charakterystyczne dla
techniki mikrofalowej (fale centymetrowe 1 milimetrowe).

Poprzeczna fala elektryczna TE (H): (tylko pole elektryczne ma sktadowa podtuzna)
E,=0 , H,20
Poprzeczna fala magnetyczna TM:
E,0 , H,= 0
Mod jest charakterystycznym rozktadem pola elektromagnetycznego odpowiadajacym danemu
katowi rozchodzenia si¢ fal w falowodzie. Mody dzieli si¢ na:
-TE{ Ey, Hz, Hx } (Transverse Electric) - mody ktorych nat¢zenie pole elektrycznego w kierunku
rozchodzenia si¢ jest zerowa.
-TM{ Hy, Ez, Ex } (Transverse Magnetic) - mody ktoérych indukcja magnetyczna w kierunku
rozchodzenia si¢ jest zerowa.
-TEM (Transverse ElectroMagnetic) - mody ktorych nat¢zenie pola elektrycznego i indukcja
magnetyczna wzdtuz kierunku rozchodzenia jest zerowa.
-Hybrydowe - mody nie spetniajace powyzszych warunkow.



Czestotliwoscig graniczng (krytyczng) f nazywamy taka czestotliwosé, dla ktorej wyrazenie
pod pierwiastkiem (a tym samym vz ) jest rowne zeru.

Czestotliwos¢ graniczna zalezy od rozmiarow falowodu (a, b) jak réwniez od rodzaju fali (m, n).

2 2
Mozna tez upro$cié zapis: £ = 2 /[22] +(2
& 2V a b
1= Y 2
Tym samym dtugoéé fali wynosi: e m 2+ a2
a b

Rozktad pola elektrycznego
dla kilku rodzajow:

Has: HEZE | H 1z
Rozktad pola magnetycznego dla kilku rodzajow:

<

bt

» > |
+ +
FiR A TX
E()] EIO
4 o a T T \W
> ", v 4
a . b— 3 « e




Szczelina typu A — rownolegla do linii pradow powierzchniowych, nieco ten rozptyw zakloca,
malo — gdy waska nie powoduje zmian w przeptywie energii wewnatrz falowodu, szczeliny
pomiarowe — sondy,

Szczelina typu B — przecinaja hme pradu, brzegl szczeliny taduja sie, w szczelinie powstaje

pole E ,prad przesuniecia J . ,pole H - szczelina wypromieniowuje energie.
Wykorzystanie — anteny falowodowe, sprzeganie dwoch falowodow.




