Politechnika Wroctawska
Interpolacja, aproksymacija

catkowanie

Interpolacja
Krzywa przechodzi przez
punkty kontrolne

Aproksymacja
Punkty kontrolne jedynie ,sterujg”
ksztattem krzywej
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INTERPOLACJA

« Zagadnienie interpolacji mozna sformutowac
nastepujaco: na przedziale [a; b] danych jest
n+1 roznych punktow x,, X, ..., X,, ktore
nazywamy weztami interpolacji, oraz wartosci
pewnej funkcji y=f(x) w tych punktach f(x;)=V,,
f(X1)=y1) ceey f(xn)=yn°

e Zadaniem interpolacji jest wyznaczenie

drzyblizonych wartosci funkcji w punktach nie

bedacych weztami oraz oszacowanie btedu tych
drzyblizonych wartosci.
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INTERPOLACJA

e W tym celu nalezy znalezc funkcje F(x), zwana
funkcjq interpolujgcq, ktora w weztach
interpolacji przyjmuje takie same wartosci co
funkcja y=f(x).

e Interpolacja jest w pewnym sensie zadaniem
odwrotnym do tablicowania funkcji. Przy
tablicowaniu majac analityczng postac funkcji
budujemy tablice wartosci, przy interpolacji
natomiast na podstawie tablicy wartosci funkcji
okreslamy jej postac analityczna.
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INTERPOLACJA

Standardowe procedury Matlaba realizujg
interpolacje za pomocga wielomianow
pierwszego 1 trzeciego stopnia oraz
funkcji sklejanych stopnia trzeciego.
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Funkcje interpolujace

yi=interpl(x,y,xi,metoda)

Zwraca wektor yi, bedacy wartosciami funkcji jednej zmiennej y=f(x) w
punktach okreslonych wektorem xi; wezty interpolacji okreslajg
wektory x i y; metoda - tancuch znakow okreslajgcy metode
interpolacji
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Metody interpolacji

e ‘linear’ - interpolacja liniowa,

e ‘spline’ - interpolacja funkcjami
sklejanymi stopnia trzeciego,

e ‘cubic’ - interpolacja wielomianami
stopnia trzeciego.

Wszystkie metody interpolacji wymagaja,
aby ciag x byt monotoniczny.
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Metoda najblizszego sasiada

Z ang. nearest

X 1 3 4 7
o Wezty interpolacji: y 7 3 5 3
- -
XSS R U O S i
e —
2 |
) N AN U S TR S S N
| —
e e R S e e e -
7 N N
0 1 2 3 4 é 6 7 8 9 10
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Metoda liniowa

Zz ang. linear

o Wezty interpolacji:




Politechnika Wroclawska
Metoda funkcji sklejanych-przyktad

Zz ang. spline

o Wezty interpolacji:

y 2 3 | 5 8 | -1

Interpolacja przeprowadzana jest za pomocg wielomianow 3-ciego
stopnia. Kazdy wielomian ma cztery wspoétczynniki. W naszym
przyktadzie mamy rowniez cztery wielomiany (pg, P1, P2, P3), Zatem
nalezy utozy¢ 16 réwn. Przyjmujac, ze wielomiany doktadnie muszg
przechodzi¢ przez dwa kolejne wezly otrzymamy 8 réwnan. Ponadto
chcemy, aby pierwsze i drugie pochodne kolejnych wielomianéw dla
wewnetrznych weztow byty réwne, otrzymujemy nastepne 6 rownan. Do
dyspozycji pozostajg, zatem dwa wolne wspoétczynniki, jeden dla p,, a
drugi dla p;. Mamy wiec pewng dowolnosc¢. Mozemy np. przyjac, ze
pierwsza pochodna Po(X) —0 p(X)
ax |, = dx

=0

X=9

Otrzymujemy wowczas, tzw. funkcje sklejane naturalne.
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Metoda funkcji sklejanych

Zz ang. spline

o Wezty interpolacji:

Wielomian py(X)

20

15

10

-10

5[ N

-20




Politechnika Wroclawska
Metoda funkcji sklejanych

Zz ang. spline

o Wezty interpolacji:

-20
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Metoda funkcji sklejanych

Zz ang. spline

o Wezty interpolacji:

Wielomian p,(X)

20

15

10
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-15

-20




Politechnika Wroclawska
Metoda funkcji sklejanych

Zz ang. spline

o Wezty interpolacji:

Wielomian p5(x)

20

15

10
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-15

-20
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Metoda funkcji sklejanych
Zz ang. spline

: . X 1 3 4 7/ 9
o Wezty interpolacji:
y 2 -3 5 8 1
Po(X) -1 LX) 4 =) Warunki brzegowe przyjete
dx |, dx |- w przyktadzie

Warunki brzegowe przyjete
w Matlabie

4

1 dp(X)|  _dp(x)| __649
ax |, dx |, 35
dp,(x)| _dps(x)| __172
(o) G dxX |, 35
e e s
-20
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Aproksymacja

« Jest to zagadnienie bardziej ogolne. Funkcja
dana i funkcja szukana nie muszg przyjmowac
tych samych wartosci w punktach weztowych.

e Funkcje f(x) , znang lub okreslong tablica
wartosci, bedziemy aproksymowac (zastepowac)
inng funkcja F(x), zwang funkcjq aproksymujgcq
lub przyblizeniem funkcji f(x).
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Kryteria btedu aproksymacji

e Dobiera sie tak parametry funkcji F(x) tak, aby suma
kwadratow roznic miedzy wartoscia zmierzona, a wynikajaca z
przyblizonej funkcji byta mozliwie najmniejsza

2

%ZN:( ~-F(x)) - min.

i=1
e Dobiera sie tak parametry funkcji F(x) tak, aby maksymalna

wartosc bezwzgledna roznicy miedzy wartoscig zmierzong, a
wynikajaca z przyblizonej funkcji byta mozliwie najmniejsza

max |y, = F(x)| — min.
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Aproksymacja

o Standardowg metoda aproksymacji w Matlabie
jest aproksymacja sredniokwadratowa
wielomianami wybranego stopnia.

e Polecenie: a=polyfit(x,y,n) znajduje wektor
a wspotczynnikow wielomianu stopnia n najlepiej
,dopasowanego” do danych wektorow x, y.
Wartosc wielomianu aproksymujacego w
dowolnym punkcie x0 (wektorze x0) mozna
wyznaczyc, korzystajac z polecenia
polyval(a,x0)



7
Politechnika Wroctawska

Aproksymacja

e Najbardziej podstawowa, a zarazem najprostsza metoda
aproksymacji sredniokwadratowej jest aproksymacja funkcja
liniowg, zwana takze regresja liniowa.

%Przyklad na regresje liniowa
clear all

close all
x=[134709],y=[2-358-1];
a=polyfit(x,y,1);
xp=linspace(0,10,300);

yp=polyval(a,xp);grid e
plot(x,y,'or',xp,yp,'b"),grid,title(" RegreSJaI|n|owa) o

I I I I I i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

F (x) = 0.1765x+1.3529




Aproksymacia

200
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a)

lomian Lagrange

owczas mamy wie

Mamy 12 wartosci pomiarowych (maksymalny stopien wielomianu
, WO

aproksymujgcego wynosi 11
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Aproksymacia

200

-200
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Aproksymacia

200
150 - - - - - -

n=10

-200
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Aproksymacja

200

n=11 150
100

50
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-150 - -

-200
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Dane sg punkty pomiarowe charakterystyki amplitudowej pewnego
filtru elektrycznego. Pomiary wykonano co 10Hz.

500s _
s +500.5* s+2.5%*10°°
Aw) = A2t ) =|H (s)|

H(s) =
s=j2rmrf )

Znajdz wspotczynniki wielomianu aproksymujacego stopnia czwartego (i
ewentualnie wyzszego, takiego by uznac wyniki aproksymacji za
zadowalajace).

Wykresl na jednej figurze charakterystyke otrzymang z aproksymacji
oraz teoretyczna.
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Charakterystyka teoretyczna

300

Czestotliwosc [Hz]
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=4

Charakterystyka aproksymowana n

300

Czestotliwosc [Hz]
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=7

Charakterystyka aproksymowana n

300

Czestotliwosc [Hz]
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Klasyfikacja metod calkowania

numerycznego

Najbardziej ogolna metoda catkowania numerycznego
jest metoda Newtona-Cotesa. Jest ona oparta na
interpolacji funkcji y = flxy w m odcinkach przez
wielomian interpolujacy Lagrange’a stopnia n.

Metody Newtona

- Cotesa
|

Metody
rownomierne

Metody
nierownomierne

Metody Metoda trapezéw Metoda Metoda Gaussa
prostokatow Simpsona
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Metoda prostokatow

Przedziat catkowania <x,x> dzielimy na n + 1 rowno
odlegtych punktow X, X;, X ,..., X,:

dlai =0,1,2,...,n
X=X+ 1(%-X%)/n
Dla kazdych dwoch sasiednich punktow wyznaczamy punkt
srodkowy t. wg wzoru:

dlai=1,2,...,n

t= (X1t X%)/2
Obliczamy odlegtosc miedzy dwoma sasiednimi punktami.

dx = (% - %, )/n
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Metoda prostokatow

Pole prostokata jest rowne;

dai=1,2,...,n P=t-dx

Wartosc¢ catej catki otrzymamy sumujgc te pola, czyli:

P:T f(x)dxzznll?

X
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Metoda trapezow

Przedziat catkowania <x,x> dzielimy na n + 1 rowno
odlegtych punktow X, X;, X ,..., X,:

dlai =0,1,2,...,n

X =X+ 1 (X -x)/n

Obliczamy odlegtosc miedzy dwoma sasiednimi punktami.
dx = (% - %, )/n
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Metoda trapezow

Pole trapezu jest rowne;
dlai=1,2,...,n

-+ X
2
Wartosc¢ catej catki otrzymamy sumujgc te pola, czyli:

P:T f(x)dxzznll?

X
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Metoda Simpsona

(http://edu.i-lo.tarnow.pl/inf/alg/004_int/0004.php)

Przedziat catkowania <x,x> dzielimy na n + 1 rowno
odlegtych punktow X, X;, X ,..., X,:

dlai =0,1,2,...,n
X=X+ 1(%-X%)/n
Dla kazdych dwoch sasiednich punktow wyznaczamy punkt
srodkowy t. wg wzoru:

dlai=1,2,...,n
t= (%1t %)/2

Obliczamy odlegtosc miedzy dwoma sasiednimi punktami.
dx = (% - %, )/n



7
Politechnika Wroctawska

Metoda Simpsona

Dla kazdego
wyznaczonego w ten
Sposob punktu obliczamy
wartosc¢ funkcji f(x) w tym
punkcie:

punkty podziatowe punkty srodkowe

dai=012..n  dai=12..n
Ji =Axi) Jui = £t

L]
-
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Metoda Simpsona

W kazdym podprzedziale <x_,,x> przyblizamy funkcje za
pomocg paraboli g(x) o nastepujacej postaci:

dlai=1,2,....n
g(X) = ax? + bx+ ¢, X<X_, %>

Parabola g,(x) musi przechodzi¢ przez punkty: (x_4, fi_1),
(t.f,), (x.f). Wspodtczynniki g, b; i ¢ wyznaczymy zatem z
uktadu trzech rownan:

dlai=1,2,...,n ax’, +hx_ +c=f_,
at®+bt +¢ = f,,
ax +hx +c = f,
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Metoda Simpsona

Pole pod parabolg w przedziale <x;_,x> bedzie rowne
caice oznaczonej:

dai=1,2,...n P= } gi(x)dx:T (qx2+qX+q)dx, xO< X _ 1% >
X4 X4

Po kilku przeksztatceniach i uproszczeniach otrzymujemy
ostateczny wzor:

Xi —
dai=12..n P=|gEax=2
X4

(fi—1+ fi +4fti)
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Metoda Simpsona

Po przeksztatceniach mozna otrzymac wzor pozwalajacy
obliczy¢ pole obszaru pod parabolg aproksymujgcg funkcje
f(x) w przedziale <x;_,x>. Wartosc catej catki otrzymamy

sumujac te pola, czyli:

X Xk - X n : n
P:jf(x)dxz : Zfi—1+zfi+4z ftij
% 6N i=1 i=1 i=1

Jest to wzor wyliczania przyblizonej wartosci cafki
oznaczonej za pomocg metody Simpsona. Poniewaz w
obliczanych sumach wartosci funkcji sie powtarzajg
dwukrotnie (z wyjatkiem pierwszej | ostatniej), do obliczen
komputerowych stosujemy efektywniejszy wzor
otrzymywania powyzszej sumy:
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Metoda Simpsona

X Xk — X n-1 n
P:jf(x)dxz p f0+fn+22fi+4zftij
% 6N i=1 i=1
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Metoda Simpsona

“..  Specyfikacja problemu

Dane wejsciowe

Xp - poczatek przedziatu catkowania, Xp € R
X - koniec przedziatu catkowania, x, e R

n -liczba punktow podziatowych, ne N
f(x) - funkcja rzeczywista, ktorej calke liczymy

Dane wyjsciowe

5 - wartoSc catki oznaczonej funkcji f(x) w przedziale <x, x> 5 e R

p:l
Zmienne pomocnhicze

8 - suma wartosci funkc)i w punktach Srodkowych, s e R

dx - odleglosc miedzy dwoma sasiednimi punktami podziatowymi, dx e R
X -pozycja punktu podziatowego, x e R

I - licznik punktow podziatowych, 1 N
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Metoda Simpsona - Lista krokow

Lista krokow

KO1: s 0; 5«0

K02: dx k= %p
i

KO3: Dlai=1,2,...n wykonuj K04. K06
KO4: X< Xp+ixdx

K05: sw—st+f{x—%}
K0O6: Jeslii<n, to s« s+f(x)
KOT: s o 2 ((xp) + fxi) + 25 + 45

K08 Zakoncz
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Metoda Simpsona - Schemat blokowy

START

—x, +i-dx
X Xpri . se%(f(xp)+f(x;.)+2:+4s‘)
5,<—5r+f:x——:
\ ~ )
Pisz
0 -
Lk STOP
55+ f(x)
ie—i=+1




Charakterystyki czestotliwosciowe
uktadow

Dana jest funkcja uktadu BIBO
stabilnego:

n n-1
H(s):als +azs_1+ ..... tasta,, _ L(S),nsm
bs"+bs " +...+tbs+bh .. M(S)

Charakterystyka widmowa dana jest
zaleznoscia:

H(jw) = H(s)

S=|w



Amplitudowa charakterystyka widmowa:

A(w) = H (jw)| = A(-w)
w dB:
A (W) = 201g Alw)

Fazowa charakterystyka widmowa:
A w) =ag(H(jw) = -A~w)

Odpowiedz impulsowa uktadu dana jest
zaleznoscia:

h(t) = € {H(s)}



Wykreslanie charakterystyk w
Matlabie

Dana jest funkcja uktadu:

50s°
s* +10s® + 250s” +1000s+10000

Wykreslic charakterystyki arfnplitudowq i
fazowq tego uktadu w przedziale 0.1 - 10 Hz

Charakterystyki wykreslic zarowno w
liniowej jak i logarytmicznej skali
czestotliwosci.

Amplitude liniowo i w dB, faze w stopniach.

H(s) =



[ R R e R s W=2¥pi*f; s=j*w;

1.

H1=50%s."2./(s.”4+10%*s.” 3+250%*s.”2+1000*s+10000);
2.

H2=polyval([50 0 0],s)./polyval([1 10 250 1000 10000],s);
lub: H2=polyval(L,s)./polyval(M,s);

ale wtedy nalezy zadeklarowac L i M:

L=[50 0 0]; M=[1 10 250 1000 10000]

3.

H3=freqgs([ 50 0 0], [1 10 250 1000 10000],w);

lub: H3=freqgs(L, M,w);

ale wtedy nalezy zadeklarowac L i M:

L=[50 0 0]; M=[1 10 250 1000 10000]



freqs(L,M) - tworzy wykresy charakterystyk
amplitudowej i fazowej, os x - pulsacja w
radianach, 200 punktow!

fregs(L,M,w) - j.w., ale w jest zadanym
wektorem pulsacji,

H=freqs(L,M,w) - nie tworzy wykresu lecz
wektor odpowiedzi czestotliwosciowych,
ktory mozna potem wykreslic
[H,w]=freqgs(L,M) - nie tworzy wykresu lecz
wektor odpowiedzi czestotliwosciowych i
wektor pulsacji



Charakterystyka amplitudowa

Amplitudowa charakterystyka czestotliwosciowa
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Odpowiedz impulsowa

impulse(L,M) - wykres, czas odpowiedzi
dobrany przez Matlaba

impulse(L,M,T) - T oznacza koncowy czas
odpowiedzi impulsowej

impulse(L,M,t) - t - zadany wektor czasu
h= impulse(L,M) - nie wykonuje wykresu
lecz tworzy wektor odpowiedzi impulsowe]
h, ktory mozna potem wykreslic
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Odpowiedz jednostkowa
step(L,M) - wykres, czas odpowiedzi
dobrany przez Matlaba

step(L,M,T) - T oznacza koncowy czas
odpowiedzi impulsowej

step(L,M,t) - t - zadany wektor czasu

k= step(L,M) - nie wykonuje wykresu lecz
tworzy wektor odpowiedzi impulsowej h,
ktory mozna potem wykreslic



Odpowiedz jednostkowa

Odpowiedz jednostkowa
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